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1 Funktionen mit mehreren Variablen

('xl ;xz ,,Xn) I:I ﬂxl;ng...;xn)

Unter einer Funktion von n unabhdngigen Variablen ( also n Tupel ) versteht man eine
Vorschrift, die jedem geordneten Zahlenpaar ( X, ; X» ; ..
( Definitionsbereich) genau ein Element y aus einer Menge W ( Wertebereich) zuordnet.
Symbolische Schreibweise:

..; Xn ) aus einer Menge D

y

1.1 Darstellungsformen einer Funktion

1.1.1 Analytische Darstellung

Die analytische Darstellungsform liegt die Funktion in der Form einer Gleichung vor.

Explizite Darstellung: z="1xy

Implizite Darstellung: Fay = 0

1.1.2 Darstellung durch eine Funktionstabelle ( Funktionstafel)

-
i

unabhingige Variable y

¥ , :
- ¥ Y2 Yi Yn
X
o | X 11 £12 21k Z1n
2 2
| Z21 220 Z2k Z2n
% £
5 :
el ;
‘&
= | ,
s | ox Zjy Zi2 “in
,_nu 1
= 3
| Xm Zm1 Zm2 ik Zmn
k-tc Spalte

«— i-te Zeile
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1.1.3 Graphische Darstellung

2

Flache z=f(x; y)

vl

0

!
|
|
|
PV MY 6 s sl
y
X/

Definitionsbereich D

Geometrische Darstellung einer Funktion mit zwei Variablen

Eine Funktion von zwei unabhingigen Variablen kann in einem dreidimensionalen kartesischen
Raum durch eine iiber dem Definitionsbereich D liegende Fldche dargestellt werden. Der
Funktionswert z besitzt dabei die geometrische Bedeutung der Hohenkoordinate.

1.1.3.1 Ebenen im Raum

x-y Ebene bedeutet z=0 x — z Ebene bedeutet y =0

y
y y :
/ L) //

\ /ifbene y=0
x x y-Ebene z=0 /
X

Zﬂ z|

=l
<
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y — z Ebene bedeutet x =0 Ebene in allgemeiner Lage
ax + by +cz+d=0

\

X/ v, z-Ebene x=0

1.1.3.2 Schnittkurvendiagramme

Schnittkurvendiagramme einer Funktion z = f,

Die folgenden Schnittkurvendiagramme einer Funktion ergeben sich durch Schnitte der
zugehorigen Bildflachen mit Ebenen parallel zu einer der drei Koordinatenebenen:

l. Schnitte parallel zur x—z Ebene (y = konst.)
2. Schnitte parallel zur y-z Ebene (x = const.)

3. Schnitte parallel zur x-y Ebene ( z = konst.)
( Hohenlinien Diagramm)

4. Zusammenfiihrung der Schnittkurven

Beispiel: Rotationsparaboloid ( z=x* +y?)

z z

N N/

=X

>
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z:xz+y2

Fldchenkurve z=¢

1.2 Partielle Differentiation

1.2.1 Partielle Ableitung 1. Ordnung

Bei Funktionen mit einer Variablen reprédsentierte die 1. Ableitung die Steigung der Tangente in einem
Kurzenpunkt in x Richtung.

Analog gilt diese Uberlegung fiir die Ableitung von Funktionen mit mehreren Variablen.

Wihlt man einen Punkt auf einer Bildflache, und legt durch diesen Punkt zwei Schnittebenen, so erhélt
man fiir jede Schnittebene eine Tangentensteigung fiir den interessierenden Punkt. Diese Steigung wird
errechnet, indem man die Funktion von mehreren Variablen auf eine Variable mit mehreren Konstanten
zuriickfiihrt.

Zz

Tangente in P

Tangente in P

Fldche z=fix; y)
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Schnitt der Flache mit der E,, Ebene:

z

Tangente in P

Schnitt der Flache mit der E,, Ebene:

Tangente in P

Definition der partiellen Ableitung 1. Ordnung

Unter den partiellen Ableitungen 1. Ordnung einer Funktion z = f ) an der Stelle (x,y)
werden die folgenden Grenzwerte verstanden ( falls sie vorhanden sind ):

Partielle Ableitung 1.Ordnung nach x:

lim  f(xtbdx;py) - f(x;)
Ax - O A x

S (5y) =

Partielle Ableitung 1. Ordnung nach y:

lim  f(x;ptdy) - f(x;p)
y- 0 Ay

ﬂ@mﬁA
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1.2.1.1 Durchfiihrung der partiellen Ableitung

Wie schon erwéhnt, kann die partielle Ableitung auf eine gewdhnliche Ableitung zuriickgefiihrt werden,
da in der jeweils betrachteten Ebene es nur eine Variable gib. Die anderen ,,Variablen* sind in dieses
Ebene Konstanten. Und genauso muss man sie bei der Ableitung auch behandeln.

Leitet man nach x ab, so ist x die einzige echte Variable, die anderen sind als Konstanten zu behandeln.

Man schreibt: Fiir die Ableitung nach x mit dem eingesetzten Tupel (x;y):
d
fe(xsy) = 7 (x; )
0 x

Fiir die Ableitung nach y mit dem eingesetzten Tupel (x ; y):

o/

7y (x;¥)

f, (5p) =

1.2.1.2 Geometrische Deutung
Die geometrische Deutung der partiellen Ableitung von z = fi« y, an der Stelle ( X, ; yo) ist:
S (x5p0) Anstieg der Flachentangente im Flachenpunkt P( X ; yo ; 2o )

in x-Richtung.

S (x530) Anstieg der Flachentangente im Flachenpunkt P( Xo ; yo ; zo )
in y-Richtung.

Die partiellen Ableitungen 1.0rdnung von z = fixy bestimmen damit den Anstieg der Bildflache in P in
Richtung der x bzw. y-Achse.
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1.2.2

1.2.3 Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

Auf partielle Ableitungen hoherer Ordnung st6f8t man, wenn man eine Funktion von mehreren
unabhingigen Variablen mehrmals nacheinander partiell differenziert.

W f xh“x
B ~.
v x"‘“-..,__..
BE sl 1. Ordnung
e o
4 / \\ /ﬂ/ \\
Jix Jxy Jyx 55 2. Ordnung
el \ /// \\ /'/ \ /"/ s

J{ _Is:).'x f _;cx.v f .;cyx f \xyy .fyx.vc J{ L\-‘xy f ,:ﬁyx f LH 3.0 rdnung

Satz von Schwarz

Bei einer gemischten partiellen Ableitung k-ter Ordnung darf die Reihenfolge der
einzelnen Differentiationsschritte vertauscht werden, wenn die partiellen Ableitungen
k-ter Ordnung stetige Funktionen sind.
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1.3 Das totale oder volistiandige Differential einer Funktion
1.3.1

1.3.2 Tangentialebene

Die Rolle, die die Kurventangente bei einer Funktion von einer Variablen spielt, {ibernimmt bei der
Funktion z = fx,, von zwei Variablen die sog. Tangentialebene.

Sie enthilt samtliche im Fldchenpunkt P, an die Bildfliche von z angelegten Tangenten. In der
unmittelbaren Umgebung ihres Beriihrungspunktes P besitzen Fldche und Tangentialebene i.a keinen
weiteren gemeinsamen Punkt.

Nun soll die Funktionsgleichung dieser Tangentialebene bestimmt werden. Aus der Linearen Algebra ist
bekannt:

z=axtby+c
Die unbekannten Koeffizienten a,b und ¢ werden aus den bekannten Eigenschaften der Tangentialebene

bestimmt. Die Koeffizienten a und b geben jeweils die Steigung der Tangentialebene mal in x mal in y
Richtung an. Somit gilt:

~

0 0
a-= af (xX05%0) ; b=
X

(x03%0)

>

y

Bedenkt man, dass P, ein gemeinsamer Punkt von Flache und Tangentialebene ist, so erhdlt man durch
Einsetzen der Koordinaten von P in die Gleichung der Tangentialebene den Koeffizient c.

Zy = ax,t byo tc 0 c¢= Zy - fx(xo;yo)on - fy(xo;yo)uyo

Fldche z =f(x; yl

— -

y

B Tangentialebene

B in P

X/ Y
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Gleichung einer Tangentialebene

Die Gleichung der Tangentialebene an die Flache z = f(, im Flachenpunkt P (x¢;y0;zo) lautet:
In allgemeiner Form: 2= foi(xg300) O(x=x0) + f,(x0500) Dy = 3p) t 2

In symmetrischer Form: 2=z = [ (X3 00) D(x - x) + £, (x0520) (Y = »o)

1.3.3 Definition des totalen oder vollstandigen Differentials einer Funkt. mit 2
Variablen

Sei eine Funktion z = fi,.,, und ein Punkt P(xo;y0;z0) gegeben. Vergleicht man die Anderung der
Hohenkoordinate beziiglich einer Verschiebung dieses Punktes auf der Fliche selbst, und auf der
Tangentialebene, so fillt auf, dass die Tangentialebene als Linearisierung der Fliche angesehen werden
kann. Denn der Hohenunterschied zwischen der Tangentialebene und der wirklichen Fléche ist fiir kleine

Verschiebungen des Punktes sehr klein.

z |
a
Fldache z=F(x; y]
Az
| a '
L
/') e B !
/// | T~Tangential-
& p LY : ebene in P
/ % +”V
Sy
Yy L ioh si=dy o1

Das totale oder vollstindige Differential

Das totale Dif. Beschreibt die Anderung der Hohenkoordinate des Funktionswerts auf
der im Beriihrungspunkt P, errichteten Tangentialebenen.

dz = f, (x439,) 0dx + fy(xo;yo) Ody
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1.3.4 Definition des totalen oder vollstandigen Differentials einer Funkt. mit n
Variablen

Der Begriff des totalen Differentials ldsst sich ohne Schwierigkeiten auch auf Funktionen von mehr als
zwei unabhingigen Variablen {ibertragen.

Das totale Differential allgemein:

dy = fxl dx, + fxz dx, + ...t fx,, dx,

1.3.5 Anwendung des totalen Differentials

1.3.5.1 Linearisierung einer Funktion

Ist eine Funktion mit mehreren Variablen gegeben, von denen die Variablen nicht tolleranzfrei sind, dann
kann das totale Differential dazu genutzt werden die Abweichung der Linearisierten Funktion z.B.
Tangentialebene zu bestimmen. (Siehe Strom und Spannungsrichtige Schaltung.)

Linearisierung einer Funktion

In der Umgebung eines Flichenpunktes Pokann die nichtlineare Funktion z = f(.,
ndherungsweise durch die lineare Funktion (Tangentialebene) ersetzt werden.

Az= f(x05p,) Ohx ¢ fy(xo;yo) oA y

-10 -
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1.3.5.2 Implizite Differentiation

Sei eine Funktion in impliziter Form fi.;, = 0 gegeben, oder wurde eine beliebige Funktion f) = y nach 0
umgestellt. Fasst man nun diese Gleichung als Schnittlinie der Fliche z = fi«, mit der x,y Ebene (z = 0)
auf, dann ist die Bestimmung des totalen Differentials moglich.

dz= f.dx+ f dy
Fir die Punkte der Schnittkurve ist z = 0 somit auch dz = 0.

dx d 0 d ,
- 4} fy _y - 0 _y = - JX = ﬂ )
dx dx dx dx f}

fodat f,dy=0 [ A

Implizite Differentiation

Der Anstieg einer in der implizit Form fi,y, = 0 dargestellten Funktionskurve im Kurvenpunkt
P lasst sich mit der partiellen Differentiation wie folgt bestimmen:

R N
ﬁx) F

y

Fx Partitielle Ableitung 1.0rdnung der Impliziten Gleichungsform nach x.
B, e y.

-11 -
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1.4 Relative oder lokale Extrema

Notwendige Bedingung

In einem relativen Extremum (Xo;yo) der Funktion z = fx, besitzt die zugehdrige
Bildfl4che stets eine zur x,y Ebene parallele Tangentialebene.

gradf =0
Fiir den Fall von 2 Variablen heif3t dass:
S (300) = 0 und fy(xo;yo) =0

Hinreichende Bedingung fiir einen Extremwert

1. Notwendige Bedingung ist erfiillt.

2. Die Hessenmatrix ist positiv definit (Minimum) oder negativ definit

(Maximum).

Ist sie indefinit liegt ein Sattelpunkt vor, und fiir semidefinit kann keine
Asrconnn

1.4.1 Hessematrix

1.4.1.1 Allgemeine Form

H qu 3 frl 3Xy

Dfxz;xl frz Xy
Hf - 0 : .

fon X f“n X2

X,

/s
.

Xn
7xll

)

P
R
B S Ry B - |

-12 -
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1.4.1.2 Definite Matrizen

A ist positiv definit >
A ist negativ definit >
A ist positiv semidefinit —

A ist negativ semidefinit —

(Download beachten!!!)

Fur alle anderen ist sie indefinit.

Sei A eine symmetrische Matrix in R™”, dann heiBt det H; die i-te
Hauptunterdeterminante. Dann gilt fir allei=1 ,..,n:

det Hi > ()
(-1)' det H; > 0
detHi ZO

(-1)detH;>0

Su(X0530)> 0 O

1. Notwendige Bedingung

Hinreichende Bedingung fiir Funktion mit zwei Variablen

2. A= foCosye) OS,(x0500) - fzxy(xo;yo) >0

fo(x0;9)< 0 0 Maximum

Minimum

- 13-



Thomas Goldschmidt Analysis 2

1.5 Doppelintegrale

1.5.1 In Kartesischen Koordinaten

Die Problemstellung ist, das Volumen eines Korpers zu berechnen. Dazu werden zuerst kleine Sdulen
gebildet, die im ersten Schritt zu einer Scheibe (Volumenschicht) integriert wird ( y, bis y,), und im
zweiten Schritt wird die Scheibe zu einem Volumen des Korpers integriert.

Ausgangspunkt dieser Uberlegung ist der Integrationsbereich der Hohenschnitt bei z = 0.

¥

Yo =15 (%)

Yu=ty tx)

Pt L TER GO B o el

|
|
|
I
:
a

Das Flachenelement dA besitzt in der kartesischen Darstellung die geometrische Form eines Rechtecks,
mit den Seitenldngen dx und dy.

dA =dy dx
Uber diesem Flichenelement liegt eine (Quaderformige) Sdule mit dem infinitesimal kleinen Rauminhalt:

dV = z dA = fx, dy dx

z
Fliche z=f(x; y)
!

- Sdule vom
Volumen
dV=Ffix;yldydx

Zylinder—_|

™ Bereich (4)

- 14 -
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Fiir die nun folgende Betrachtung soll gelten: (,,Egal* z.B. f,). < (,,Egal” z.B. fy),
1.Integrationsschritt

Betrachtet man eine im Zylinder liegende Volumenschicht (Scheibe) der Breite dx.

Sie entsteht, wenn in der y Richtung Séule an Sdule gereiht wird, bis man an die beiden
Randkurven y,bzw. y, des Bereiches A stoBt. Die infinitesimal diinne Scheibe liegt
dann im Zylindervolumen iiber dem skizzierten Streifen der Breite dx.

Fliche z=Ffi(x; y)
Py B

il Das Volumen der Scheibe erhalten wir dann durch

Summation aller in der Volumenschicht gelegenen
Saulenvolumina, d.h. durch Integration von
dV = f(x;y)dy dx in der y- Richtung zwischen

L ga der unteren Grenze y = f, und der oberen Grenze y

fo.

d—l— R

= fo

dVScheibe = Jf(x’y) dy dx

x Y= fu

Yu=Ty (X)

T S R R o i L
Goele L e T

Wie schon bei der Differentiation so gilt auch bei der Integration, dass alle Variabel nach denen noch
nicht integriert wird als Konstanten behandelt werden.

2. Integrationsschritt

Setzt man nun Volumenschicht an Volumenschicht, bis der Zylinder vollstidndig ausgefiillt ist, erhdlt man

das Volumen des Korpers. Das heifit, werden in x Richtung die Scheiben summiert, d.h. integriert und
zwar zwischen den Grenzen x = a und x=b erhélt man das Integral fiir das Gesamtvolumen.

fo
Vo= I Jf(x;y)dy dx

xza NENS

1.5.2 In Polarkoordinaten

In vielen Fillen vereinfacht sich die Berechnung eines Doppelintegrals erheblich, wenn man an der Stelle
der kartesischen Koordinaten x und y die Polarkoordinaten » und ¢ verwendet.
Zwischen ihnen besteht der folgende Zusammenhang:

xX=r Dcos(¢ ) ; y=r Dsm(¢ )

- 15 -
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Der Integrationsbereich A in Polarkoordinaten Darstellung.

(=" r

Das bedeutet, dass ein infinitesimal kleines Flachenstiick dA4 zwischen dem duf3eren Radius und dem
inneren Radius summiert, also integriert wird. Weiter wird das Flachenelement in den Grenzen von
¢ bis zu @, integriert. Das Flachenstiick d4 setzt sich aus r, dr und d¢ zusammen.

92 Ta
Vo= I Jf(r Ocos(¢ ) ; » Usin(9 )) Ur dr do
p=9, r=r

Zusammenfassung des Doppelintegrals zur Volumenberechnung

Das Volumen gilt beziiglich der x-y Ebene!

In Kartesischen Koordinaten:

Ve
V= j jf(x;y)dy dx

xX=a y=r
In Polarkoordinaten:
¢ 2 ra

V= J‘ If(r Ocos(¢ ) ; » Osin(p ) Ur dr d¢
9=4, r=n

1.5.3 Anwendung des Doppelintegrals

1.5.3.1 Fliacheninhalt

- 16 -
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Setzt man die Funktion fi, gleich 1, fiir alle x und y aus dem Definitionsbereich, so erhdlt man nicht das

Volumen des Kdorpers sonder die Fliache der x —y Ebene.

Flicheninhalt
Definitionsformel: A= I J dA
(1)
b T
In kartesischen Koordinaten: A= I I dy dx
x=a y=f,
9, Ta
In Polarkoordinaten: A= j I r drdf
TNy

1.5.3.2 Schwerpunkt einer Fliche

Auf die Herleitung wird verzichtet. Nach dem 1. Integrationsschritt wird aber klar dass es gilt. Vergleiche
Herleitung des Schwerpunktes in Physik.

Definitionsformel:

1 1
= —[ dA ; g5 = 0 dA
- 4 J (L) g g 4 j (L)y

In kartesischen Koordinaten:

1 b Ty 1 b Ja
= =1 dy d. : = =1 dy d
5= J' _[vxyx ; v =50 _j.yyx
sta yi, xta yif,
In Polarkoordinaten:
[ Ta 23 7
1 1
= —[ 2 cos(p ) drd ; = — [ 2 sin(p ) dr d
Sl R o R

1.5.3.3 Flachentriagheitsmomente

Auf die Herleitung wird verzichtet, denn keine Ahnung.

-17 -
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Axiale und polare Flichenmomente 2. Grades (Flichentriigheitsmomente)

Definitionsformeln (Bild 1V-69):

In kartesischen Koordinaten (Bild 1V-59):

h fa(x)
I, = I ’ y2dy dx
g v i
b fi(x)
L= ‘ l x?dy dx (
¥ ‘_ a y _Ll,r,:, ix)
h filx)
Io= ‘ i (x2 + y3)dy dx
x=a y=fiy

In Polarkoordinaten (Bild 1V-60):

[ r.(p)
I, = ‘ r - sin? ¢ dr do
o - o, r= ‘:'.-(r,-'; ]
[ raler)
I, = l ) 3 cos? o dr dip (
W : iy i —‘1',{-:;»}
s rolepl
I, = ’ ) r3drde
o : 7y r ‘.;'..I{I-?I

1.6 Dreifachintegral

Mit dem Einfachintegral kann man Flidchen bestimmen. Mit dem Zweifachintegral wurden Volumina
bestimmt. Eine dhnliche geometrische Deutung ist bei dem Dreifachintegral nicht moglich.

- 18 -
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Z 4 . Deckelfldche" z=z, (x; y)

Zylindrischer
Karper (V)

T Volumenelement
dV=dxdydz

| o . Bodenfldche”

|
I y:fD(le 2=z, (x; y)
y ; !
5
/// o // Projektionsbereich (A)
= X
) )" u P i
a b s
In Analogie kann man aber folgendes sagen:
Der Grenzwert
lim
n
n- o = Z SO yz) AT = IJIf(xk;yk;Zk)dV
=1
AV, - 0 2

wird (falls vorhanden) als Dreifachintegral bezeichnet.

1.6.1 Berechnung des Dreifachintegrals

1.6.1.1 In Kkartesischen Koordinaten

-19 -
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Wird ein Zylinder durch eine obere und untere Bildfldche ( Deckelfliche und Bodenfliche ) begrenzt,
dann fiihrt die Projektion dieser Fldchen auf die x-y Ebene zu dem Projektionsbereich. Wird nun das
Volumenelement dV mit dem Funktionswert multipliziert und iiber die Projektionsflache und die
Bildflichenbegrenzung integriert, dann erhélt man das Dreifachintegral mit den Grenzen:

Berechnung des Dreifachintegrals

u = f } j f(x;y;2;) dz dy dx

a = Unter Grenze des Projektionsbereich

b = Obere Grenze des Projektionsbereich

f. = Untere Berandungskurve des Projektionsbereich
f, = Obere Berandungskurve des Projektionsbereich
z, = Untere Begrenzungsflache

z, = Obere Begrenzungsflache

1.6.1.2 In Zylinderkoordinaten

In Anwendungen bei denen es um Rotationskorper geht, kann das Rechnen sehr viel erleichtert werden,
in dem man auf die Zylinderkoordinaten wechselt.

-20 -
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|
/Vo!umene{emenr

r ! V" gv=dA dz=rdz dr dp

dz

Zyli delékpordinaten
={x; y; 2/}

Die Zylinderkoordinaten eines Raumpunkte 1en aus den Polarkoordinaten r und ¢
des Projektionspunktes P in der Ebene und der’ (lﬁa:rtesﬂsché/fﬁ Hbéhenkoordinate z.
— |

@ L 7 | | : 1 I
: ¥ v =alcos(d) : 7.7 Osin(g ) : =z
5 :

Pl=(x; y) ‘ T

" Flachenelement
dA=r dr dg

Berechnung eines Dreifachintergrals in Zylinderkoordinaten

Der Ubergang von kartesischen Koordinaten in die Zylinderkoordinaten, fiihrt zu
folgendem Integral:

¢2 Ta Z

J’jf f(x;y,2)dV = j I J’of(rcos(¢);rsin(¢);z)rdzdrd¢

) 90, r=n 7z,

Wobei die Grenzen ¢ und r auf die Projektionsebene bezogen sind.

1.6.2 Anwendungen des Dreifachintegrals

1.6.3 Volumen eines Korpers

Integriert man das Volumenelement dV 2} Tl
. . . Deckelfldche” z=2z,(x;y}
zwischen den Bildflachen, und den Grenzen der | & s &
. . . e N <
Projektionsfldche, dann erhélt man das Volumen : _
eines Korpers. Man konnte auch sagen, man :
setzt den Funktionswert u als konstant 1.
L il Volumenschichf
: o der Dicke (Breite) dx
; ———2Zylinder (V]
-
~1 7
< | S .Bodenfliche*
s | ‘ zsz, (x:y)
N B
|
i il o]
| =3
s |
~—— Projektions-
bereich (A}
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z|
. Deckelflache” z =z, (x; y)

|—Zylinder (V]

|——Volumenelement
dV=dA dz =dx dy dz

—.Bodenfldche”
Zi=z Ny}

Projektions-
bereich (A)

T~ Fldchenelement
dA=dx dy

1.6.4 Funktionsgleichung einer
Rotationsflache

Durch Rotation einer Kurve z = {5y um die z —
Achse entsteht eine Rotationsflaiche mit der
Funktionsgleichung z = {; . Die Gleichung der
Rotationsflache erhilt man dabei formal aus der
Kurvengleichung mit Hilfe der Substitution.

z=flx]

r:& 7 = x2+ y25

T e T (T

ot ——

b}

Volumen eines (zylindrischen) Korpers

Definitionsformet
Definitionsformel.: - dv
[
)
X, :Inlk@]‘se isfhxrdl}"(oordinatep v, = L 0 J J‘ y di Zylinderkpordinaggr= L DI J zdV
Vol Ve V3

b ity 2, 92 T 2,
In kaﬁeéisq&wn KIoordiyflatgﬁ dy dx V= J I rdz dr df

¥a yif, 2%z, 030, rin 2t

1 b a 2y 1 b I Zy

x, = =0 [ [ xdzdydx v,=—= [ [ [ ydzdydx
AR ] ] 2NN P
x=a y=f, z=z xza y=f, %z,
1.6.5 Schwerpunkt eines homogenel Korpérs
z, = =10 szzdydx
0 S
x=a y'fu z=zy
In Zylinderkoordinaten
Gilt fiir den auf der Rotationsachse ( z- Achse ) liegenden Schwerpunkt:
1 ¢2 7 Zo
x =0 ’ y,=0 522- Z,= — J' zrdzdrdp
Vol A 2
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2 Skalar- und Vektorfelder

Skalarfeld

Ein Skalarfeld ordnet den Punkten eines ebenen oder raumlichen Bereiches in eindeutiger
Weise einen Skalar zu.

Ebenes Skalarfeld : Réumliche Skalarfeld :
9=0(x:y) 0= 0(xp;2)

Vektorfeld

Ein Vektorfeld ordnet den Punkten eines ebenen oder raumlichen Bereiches in eindeutiger
Weise einen Vektor zu.

Ebenes Vektorfeld : Réumliches Vektorfeld :

- F - i

F(x;y)= E H F(x;y;2) = 0F, 0
F2

-23- 17§
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2.1 Gradient eines Skalarfeldes

Unter dem Gradient eines differenzierbaren Skalarfeldes versteht man den aus den partiellen Ableitungen
gebildeten Vektor. Der Gradient ist die Anderungsrate ( Anstieg) der Kurve, bei Durchlaufung eines
Punktes.

Eigenschaft: Er steht senkrecht auf den Niveaufldchen von ¢ und zeigt in die Richtung des grofsiten

Zuwachses von{ .

grad @

5

Da x0 Niveaulinie
l”ad(ﬂ - a(ﬂ D @ =const. =¢
8 D_O y
070
nde g

e

Rechenregeln fiir Gradienten

¢ und ¥ sind skalare Felder, ¢ eine Konstante:
(1) grade=0

(2) grad (c¢) = c(grad ¢)

(3) grad (¢ + ) = grad ¢ + grad ¢

(4) grad (¢ + c) = grad ¢

(5) grad (¢ W) = ¢(grad ) + ¥ (grad ¢)

2.2 Richtungsableitung

Hiufig interesiert man sich fiir die Anderung des Funktionswertes einer skalaren Funktion, wenn man
von einem Punkt P aus in einer bestimmen Richtung fortschreitet. Die Fortschreitungsrichtung wird meist
durch einen sog. Richtungsvektor a festgelegt. Durch Normierung erhélt man daraus den Einsvektor

- -

€ - m @ | der diegleiche Richtung besitzt wie der Richtungsvektor. Die Komponente des Gradienten von

¢ in Richtung dieses Einheitsvektors wird dann als Richtungsableitung des Skalarfeldes ¢ in Richtung

d
des Vektors a bezeichnet und durch das Symbol ‘e gekennzeichnet.

la

-4 -
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Die Richtungsableitung ist also die Projektion des Gradienten von ¢ auf den normierten Richtungsvektor,
und somit eine skalare Grofe. Sie gibt die Anderung des Funktionswertes von ¢ an, wenn man von
einem Punkt P aus in Richting des Vektors a um eine Langeneinheit fortschreitet.

Niveaulinie \
@ =const. Tangente in P

2.3 Divergenz

Herleitung siehe Papula Seite 71 Band 3

Divergenz

Unter der Divergenz eines Vektorfeldes F©  versteht man das skalare Feld:

divF - J F, : I F, . I F,
dx dy 0z
Deutung:
divF > 0: Im Volumenelement befindet sich eine Quelle.
div F<0: Im Volumenelement befindet sich eine Senke.
divF=0: ImVolumenelement befindet sich wed@Peine Quellenoch

eine Senke, das Vektorfeld ist an dieser Stelle quellenfrei.
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[{Lchem:ege]n fiir Dwer»genzen

A und B sind I’ekmrfelffﬂ q: 131 e[n ?ka arja?d G m cm Iwmmnter Vektor und ¢
eing Komranre . .

(]-151‘)) :

(1) dw i [) :

(2) dr\ {95 A) (gmdq: (I-157)
@ divie )= efdivA) ) {1-158)
@ dw(A + B) -d1‘f/1 i de T L . (1-159)
) divid + a) de Sisden 't_ . {i5ianuas e (1-160)

2.4 Rotation eines Vektorfeldes

ag_agH

L Doy dzg
rot F = DO_F_ 6173%
DaZ axD
ILESYE i

2y 1

Unter der Rotation eines Vektorfeldes, versteht man das Vektorfeld:

Rechenrcgeln fiir Rﬁtanonen

| eine Konstante:

A und B sind Pekimfeldtr rb ist ein Ska[mfdd a st em kommmwn Vekmi und ¢ .

(1) rota=0 a5 )
@ rotip A)y= ;zmd 9) w; g r;s rot 4} SahemarrenSiiiiihe s s L) :
@ rotle A) =c(rotA) - 2EZtiiiiciaentans {-174)
@ rot(d - B)-»- rot 4 + fQLB : 1-175) -
(5) roi(d +3) = miA fiisasannnis eat Seausairest il i)
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Beispiel:
z
i
b=w,8,
X rotierende Scheibe
¥
| g
| . v
X P

daraus wird

2.5 Differentialoperator ,,Nabla*

Nabla [

Definition:

Anwendung:

Gradient
Divergenz

Rotation

grad 9 = U9

div F=101[0F

rot F=0x F

2.6 Eigenschaften von bestimmten Feldern

_27 -
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E;genschaften eines qaellenfre:cn Vyktorfelde% e :
ts als Romuon (,mea, Veklorfeldes E

Ein quellenfreies vektorfcid 'F_ LBt 'szch
~ darstellen: .

div F wo = F_h th (I-190)

au‘f dcn Gradrente_ _emn.r skalaren Funktlon [0} .

#

E heiBt Vektor potenﬁal und 1st bl
(’mdeung bcstzmmt -

»:8‘8’?"%’

in wirbeleis %Mg’ﬁgw i%% @%s;c@ stcts als Gradient cines ﬂ@azm
- . 7 = & 5

dars:te!ism e
L s w-ese@w-&w SRR R
_9,.&.9_;,.&'s?g}wm&m&w%-ﬁ&-%mmmw@&1@@&6&&%'&?‘@@&-‘95-&&6‘%&&
i S R R R R e
G Q mwmiié,@@&&ﬁ@w%@&@&&%%sosésa,é=;s&4«'s@sév‘es&
:z,.ze.«&4:v‘S&yvr%.s&%&s{r%a&:&c&&%:&-&%«’é%&@@-%&%&?&&Wsﬁ&:&v&&-}’&&
o *&-@s&&&@w_ o Sl
= grad ¢ stets wirbelfrei:
w&&%w&?&wé&?vx%?%w%#m%%
; - &s@@fw@&z& %&f&-ﬁ-&ﬁ&ﬁ%&&&%%%&’@ﬁ‘??ﬁi’s
éwyr@k {@tz{%;"@_ gesfdioo s an s
g‘ggzv,&y@:&.&&@&gw&z&gés% Somman G el B s
.»,zwés.»ewa&sm:@%&%&&w%&%&&wxgv&w&ss%&?&w»«w- i

3 Linien und Kurvenintegrale

3.1 Herleitung des Arbeitsintegrals

Wird ein Massepunkt ldngs eines Weges gegen eine konstante Kraft verschoben, so wird eine Arbeit
verrichtet.

Arbeit ist Kraft (in Wegrichtung ) mal Weg

F(s)
F

|

E(s) |
EEE A A o - | () b
| 5 54 e Sa L3

| §’| ds
s s +ds

W= Fls: F Os Ocos(9 )

Ist nun die Kraft von Punkt zu Punkt verschieden, dann ist die Summe aus allen infinitesimal kleinen
Verschiebungen des Massepunktes um ds die Arbeit.

52 52
W = .S[IF(Y) DdS = -S[l Fv() ds
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Allgemeiner Fall

Wird ein Massepunkt auf einer Kurve ( C ) durch ein sich verdnderndes Kraftfeld bewegt, dann gibt die
Summe aus den jeweiligen infinitesimalen kleinen Skalarprodukten von Kraftvektor mal
Anderungsortsvektor (dr), die zu verrichtende Arbeit.

7

Linien oder Kurvenintegral

3.2 Berechnung des Linien oder Kurvenintegrals

Schema 1)
W= IFd;
C
ar_; 0 dr = rdt
dt
W= J’FD{» dt

Das Integral wird hergeleitet, der Ortsvektor wird in von t bestimmenden Vektor umgewandelt.
Das Skalare Produkt von Kraftvektor (welcher nun auch von t abhéngt) und der Ableitung des
Ortsvektors wird iiber die Zeit integriert.

Schema 2)

-29.
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W:IFdr
C

" [F ~ [dx -

F = dr = i Fldr= Fdx + F,dy
F, dy

W= j F dx+ F, dy)
C

Nun wird die Wegfunktion (y Komponente) nach x abgeleitet, damit man dy durch einen Ausdruck mit
dx ersetzen kann.

Schema 3)
W= JFdr
C
i - B4 - -
F=Q0F,Q ; dr = [dy[ 0 Fldr=Fdx+ F,dy+ F, dz

171 dz

= [(Fdx+ Fydy+ F, d2)

C

Die Komponenten des Ortsvektors werden nach ¢ abgelitten. Die dx..dz Ausdriicke werden durch dt
Ausdriicke ersetzt. Das Integral wird nach dt entwickelt.

Berechnung des Linienintegrals

Schema A)

Den Ortsvektor nach der Zeit ableiten, und iiber dt Integrieren.
Schema B)

Aufsplittung der Vektoren und ersetzen von dy durch dx mit anschliefSender
Integration nach dx.

Schema C)

Aufsplittung der Vektoren und durch ablejten der Komponenten nach der Zeit,
dx — dz durch Ausdriicke von dt ersetzen.
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3.3 Wegunabhéngigkeit eines Kurvenintegral

Ein Vektorfeld heillt konservativ oder ein Potentialfeld, wenn das Linien oder Kurvenintegral nur vom
Anfangs und Endpunkt, nicht aber vom eingeschlagenen Verbindungsweg C der beiden Punkte abhéngt.
Die Wegunabhingigkeit eines Linienintegrals bedeutet also, dass das Vektorfeld alsGradient einer
Potentialfunktion darstellbar ist. Also darf das Vektorfeld keine Wirbel enthalten ( rotF =0 ).

Wegunabhingigkeit
notwendige und Hinreichende Bedingung

IR _IF, OR _IEIF IF,

rotF =0 [ ; — = ;
dy dx 0dz dx dz dy

U F=gardp = g—(oex ¥ 09 00
x

(=3

DE:_¢;F2:0_¢~F;:6_¢
X

D J-d(a - IE d‘x D ¢ - ¢(Stammfunktionnach X) * k(y;z)

k., wird durch Partielles Ableiten der Potentialfunktion bestimmt.

=
N
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3.4 Integralsatze von Gaull u. Stoke

3.4.1 GauBscher Integralsatz im Raum

Bringt man einen Quader in ein Stromungsfeld (Vektorfeld, Geschwindigkeit), dann ergibt der
Gesamtfluss durch die geschlossene Hiille ( Oberfldche des Quaders ) pro Zeiteinheit das
Oberfliachenintegral:

Quader

/

v

éﬁ: dA=dAN BB(V ON)dA = Bf)v OdA

(4 (4

|
i
|
I \
Lo L ioxs
-~ - 3
! \.
7

Fldchenelement dA

-
-

Volumenelement dV

Betrachtet man die Fliissigkeitsmenge, die in dem quaderférmigen Bereich durch die dortigen Quellen
und Senken erzeugt oder vernichtet wird, dann fillt auf, dass die Summe ( Integral) tiber das Volumen,
gleich der Menge ist, welche durch die Oberflache tritt ( konstante Dichte).

vdA = divv dV
() (I'[J;

Bemerkung: Ist das Integral 0, dann flie3t genauso viel rein, wie raus.

GauBlscher Integralsatz im Raum

Das Oberflichenintegral eines Vektorfeldes f iiber eine geschlossene Flache
A ist gleich dem Volumenintegral der Divergenz von F , erstreckt liber das
von der Fliche A eingeschlossene Volumen V:

(FIN)dA = F UdA - JdideV
i el

Stetige differenzierbares Vektorfeld

Geschlossene Oberflache die das Volumen V einschlief3t
Volumen

> <Py

Nach auflen gerichtete Flichennormale
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3.4.2 GauBscher Integralsatz in der Ebene

Der Integralsatz des Raumes gilt auch sinngemél in der Ebene:

Gauflscher Integralsatz in der Ebene

p (FON)ds= [[divF dA

C o)

ebenes Vektorfeld

Ebenes Flachenstiick

Nach auflen gerichtete Kurvennormale
Linienelement der Randkurve

Randkurve C

&= 7

3.4.3 Stokes’scher Integralsatz

rdumliche Fldche A

e Fldchenelemeni

Randkurve C

Stokes ‘scher Integralsatz

Das Kurven oder Linienintegral eines Vektorfeldes F ldngs einer einfach
geschlossenen Kurve C ist gleich dem Oberfldachenintegral der Rotation von
F liber eine beliebige Fliche A, die durch die Kurve C berandet wird.

f) Fdr = ([(rotF)dA = ([(rotF) N dA

C (4) (4)
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4 Komplexe Zahlen und Funktionen

4.1 Definition

4.1.1 imaginare Einheit

imaginire Einheit

Der formale Wurzelausdruck /- 1 heil}t imagindre Einheit und wird durch
das Symbol j gekennzeichnet:

j= A
Das Quadrat der imaginéren Einheit j ist die reelle Zahl -1:

7= -1

4.1.2 imaginare Zahl
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imaginére Zahl

Unter einer imagindren Zahl bj versteht man das formale Produkt aus der
reelen Zahl b # 0 und der imaginiren Einheit j.

4.1.3 komplexe Zahl

komplexe Zahl

Unter einer komplexen Zahl z versteht man die formale Summe aus einer
reellen Zahl x und einer imaginiren Zahl jy:

z=xt jy

C={zl|z=xtjy;ablR,j*=-1}

4.2 Die GauBsche Zahlenebene

Eine komplexe Zahl lésst sich in der Gaullschen Zahlenebene durch einen Bildpunkt P, = (x ; y) oder
durch einen Zeiger z = x + jy geometrisch darstellen. Die Bildpunkte der reellen Zahlen liegen dabei auf

der reellen Achse, die Bildpunkte der imagindren Zahl auf der imaginiren Achse.

Punktdarstellung Zeigerdarstellung
Im(z) A In(z) A
P(z) Z=x+]y
e ey -9

Re fz]
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4.3 Grundbegriffe

4.3.1 Gleichheit zweier komplexen Zahlen

Gleichheit zweier komplexen Zahlen

Zwei komplexe Zahlen sind gleich, wenn sie in ihrem Real und ihrem Imaginérteil
iibereinstimmen. Die zugehorigen Bildpunkte bzw. Zeiger fallen dann zusammen

Xt jyw= oz T zRxt jy,

X =X, und y, = y,

wenn

4.3.2 Konjugierte komplexe Zahl

Der Ubergang von der komplexen Zahl z zur konjugiert komplexen Zahl z* bedeutet einen
Vorzeichenwechsel im Imaginarteil, wihrend der Realteil unverdndert bleibt.

Re{z*} = Re{z} ;

tmiz) A

Im{z*} = - Im{z}

Ity
L
x
s
-
<

Reiz]

Z___—_____-_— I

z%=x-jy

Konjugierte komplexe Zahl

j wird durch —j ersetzt
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4.3.3 Betrag einer komplexen Zahl

Unter dem Betrag |z| der komplexen Zahl z = x + j y versteht man die Lénge des zugehdrigen Zeigers.

Im(z)§
Z=x+]jy
'\1'\ J%
X Re(z}
Betrag einer komplexen Zahl
2= Ve y?

4.4 Darstellungsformen einer komplexen Zahl

4.4.1 Kartesische oder Normal Form

Kartesische oder Normal Form

z=xt jy

4.4.2 Polarform
Den Bildpunkt der komplexen Zahl kann auch durch Polarkoordinaten dargestellt werden.

X = |g| Ocos(9) ; y= |Z| Osin(9 )
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Im(z) } Im(z) }
Z=x+]y z
: i
\7"|l J% "-.1\ ;
? I
e o (p i A
X Re (z) l Re (z)
Pl o F
_Z*
Polarform

z= |z O(cos(§) + jsin(§))

z*= |z O(cos(@) - jsin($))

4.4.3 Exponentialform

Die Eulersche Formel wird {iber die Rethenentwicklung nach Tayler bewiesen.
Euler sagt:

rle = rO(cos@)+ jsin(¢))

Taylorreihe:
o f(”)
_ (x0) n . -
f(x)—;o . O(x-x,)" mit x,=0
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Ji = rie” ’ Jo =7
fin = rle”™ 0j ; Sy =70
flo= -rie” ; foy=-r
foo=-r1 Je™ 0 ; Sy = -1l
e = rie” ; fro=r
fo® —0x" + Zloy - Loy - Dloe + Doyt
0! 1! 2! 3! 4!

Jo= 1O leO-le2+le4 ....... +]Hlﬂxl-lﬂx3 ......... H

’ 0! 2! 4! gl 3! [
S = rl(cos(x) + jsin(x))
Da ¢ 21 periodisch ist gilt
rO(cos(@) + jsin(@)) = r e/ F20

Exponentialform
rO(cos(@) + jsin@)) = r /@ 2" kO Z

4.5 Rechenoperationen

Die Menge der Komplexen Zahlen bildet einen Korper !!!
Es gelten die gleichen Regeln wie bei den Reellen Zahlen. Aber es gibt ein Paar niitzliche
Rechenalgorithmen, welche das Leben sehr erleichtern.

4.5.1

I(gl)"ﬁlﬁsécrléghenarten

Addition und Subtraktion Kartesisch

Multiplikation

Division

Kartesisch, Exponentiell

“Khktesisch durch Kojugartion, Exponenntiell
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4.5.2 Potenzieren

Potenzieren

z"= r"0e/™ = r"O(cos(n0p) + j sin(n0p))

Imrz) A

Bild I11-3
z Zur Form

4[5 3 Radizieren
F’fmgamenta satz der Algebra

Eine algebraische Gleichung n-ten Grades

n-1

n -
a,z"ta, z" ..azta, =0

besitzt in der Menge C der komplexen Zahlen stets genau n Losungen.
Sind die Koeffizienten alle reell, dann treten komplexe Losungen immer paarweise auf.

Eine komplexe Zahl z heif3t eine n-te Wurzel aus a, wenn sie der algebraischen Gleichung

z"=a alC genlgt.

Die Berechnung erfolgt in der Exponentialform. Die Gesamtlosungsmenge erhélt man, indem
man k = 0 bis k= n -1 laufen lasst, also n Losungen.
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Iniz/h
2 Z4
' |
| |
| |
| |
| |
z, ‘ | zZ,
J ‘[ 7 Refz)
[ \
| \
| |
|
| | Bild 111-34
Bildliche Darstellung der
£ Z5 Lésungen der Gleichung
6
2=

4.5.4 Logarithmieren

Natiirlicher Logarithmus

ej(¢ + k2m)

Der natiirliche Logarithmus einer komplexen Zahl z = r [ ist unendlich

vieldeutig.
Inz=1Inr+ j(¢ k21) k0Z

Der Hauptwert wird fiir k = 0 angenommen, alle anderen Werte sind Nebenwerte.

Lnz=1Inr+ j¢
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4.6 Anwendungen der komplexen Rechnung

4.6.1 Darstellung von Schwingungen im Zeigerdiagramm

ik y=A-sin (Wt +p)
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y= Allcos(w t+¢) + jsin(w t+9))

I'<

[

- ADe.j(wt+¢) - ADeN Ne/?! = ADejwt

= Komplexe Amplitude ;

= Zeitfunktion

Im(z}“
w
\
jwt
/— yit)=A4 eJ
A
o yfol=A
wr
Refy)
Xh’_’d—/

Eine sich sinusformige mit der Zeit t &ndernde Grofe

y= Alsin(wz+ ¢)

y = Alp/@9) = ADeﬂvt

Darstellung einer Sinusschwingung durch einen rotierenden Zeiger

kann in symbolischer Form durch einen mit der Winkelgeschwindigkeit ® um
den Nullpunkt der Gaul3schen Zahlenebene rotierenden komplexen Zeiger

dargestellt werden. Der Momentanwert der Schwingung entspricht dem
Imaginérteil des rotierenden komplexen Zeigers y.

y=Im{y} = Im{4 e’ = AUsin(wt+¢)
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4.6.2 Ungestorte Uberlagerung von Schwingungen gleicher Frequnz

Uberlagerung zweier gleichfrequenter smusiurml;,cr Sclmmgungen in komplexer

Darstellung _
Durch ungestdirte Uberlagerung der gfcim’@ﬁ'egugnmf'f Sinusschwingungen
und: ‘yy = Ay sin (@t+ @) (I11-106)

| entsteht nach dem Super pmmrms,m irmp deT‘ Physik eine resultierende Schwingung
mit der gleichen Prequenz '

(111-107)
Die Bercchuuug der Sc'hwingng.&‘f;rmplfrudc A und des Phasenwinkels ¢ erfolgl
dabel im Komplexen in drei Schritten:

1. Ubergang von der reellen Form zur komplexen Form

Die Einzelschwingungen y; und y, werden in komplexer Form dargestellt:

o= A j ot \
fee ety (L11-108)
Yz =Yy =y el
2. Addition der komplexen Amplituden (Bild I11-39)
A=A eds (111-109)
Die resultierende Schwingung lautet dann in komplexer Form:
y=y1+y;=d- eI ' (I11-110)
3. Riicktransformation aus der komplexen Form in die reelle Form
(111-111)

y=y1+yy;=Im(y)=Im(4- el@) — A - sin (o1 + @)

Im(z) A

Refz)
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4.6.3 Berechnung eines Wechselstromkreises

4.6.3.1 Ohmsches Gesetz der Wechselstromtechnik

Ohmsches Gesetz der Wechselstromtechnik

U _u
Z === =
I i
U, I : Effektivwerte ; L_At ,i :Scheitelwerte

4.6.3.2 Widerstandsoperatoren

Bei den folgenden Betrachtungen wird der Stromzeiger I als Bezugszeiger in die positiv reelle Achse

gelegt.

4.6.3.2.1 Ohmscher Widerstand

Es gilt:

u= RO 0 u= ROi
w=ale” i=i0e"
i=U~N2 Q=12
[ U=RUI

4.6.3.2.2 Kapazitit

- 4€

—

Im(Z) 4

mez)h

L

| Z7--]

7

wl

Re (Z)
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qg=Clu [ qg=Clu

d
t t
u=ale” i=i0e”
au 4 0e™' 0w
dt
i0e' = COale™ 0j
i=U~2 i=12

I~
1
a
—
<~
e
-
—
IN
1
1
<~

u=z L0— = [ u=z L —=

dt - dr
w=q0e” i=10e"

ImiZ)

di (e’ [jw
_-:l e
a - /
u= L0i0e™ Ojo Z=fut
i=UAN2 i=12

4.6.3.2.4 Leitwertoperator
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Der Kehrwert eines komplexen Widerstandes wird als Leitwertoperator bezeichnet.
Geometrisch erhdlt man den Leitwert durch Spiegelung des Widerstandesoperators an der reellen Achse

).

1
(@ — - ¢)und anschlieBender Streckung um das 72 fache (Liange

1<
n
N~

4.6.3.2.5 Ubersicht

Berechnung eines Wechselstromkreises mit Hilfe von 'Wi'der"stands-_-u_nd
Leitwertoperatoren : 4 :

In einem Wechselstromkreis werden die Gri;mdsthui,’feferﬁenﬁ{? R (Ohmscher Wider-
stand), C (Kapazitit) und L (Indukrivitér) wie folgt durch sog. Widerstands- bzw.
Leitwertoperatoren, d.h. durch zeitunabhdngige komplexe Zeiger dargestellt:

Schaltelement Widerstandsoperator | Leitwertoperator

; : 1

Ohmscher Widerstand R R : _R

Kapazitit C i jwC
dpazita . S iRy o
P J o C Ju

e ; o
Induktivitit L ja L —]

_ wL

Die Berechnung der elektrischen Grofien des Wechselstromkreises erfolgt dann
nach den aus der Gleichstromlehre bekannten physikalischen Gesetzen (z. B. Ohm-
sches Gesetz, Kirchhoffsche Regeln usw.).

4.6.4 Ortskurven
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Die von einem reellen Parameter t abhéngige komplexe Zahl z = xq) + j v
heiflt eine komplexwertige Funktion z der reellen Variablen t.

Im(z)

z=z{F}

Re{z)

Orstkurve einer parameterabhingigen komplexen Zahl

Die Ortskurve einer von einem reellen Parameter t abhéngigen komplexen Zahl
Ziy = Xt T Yo (a<t<h)

ist die Bahnkurve, die der zugehorige Zeiger z = z  in der GauBlschen Zahlenebenen
beschreibt, wenn der Parameter t das Intervall [a, b] durchliuft.

4.6.4.1 Inversion

Der Ubergang von einer komplexen Zahl (GroBe) z zu ihrem Kehrwert w = 1/z heiBt Inversion.

infz) A Im (w)

Re fw)

Re(z)

Inversion einer komplexen Grofie
Die Inversion einer komplexen Zahl erfolgt in zwei Schritten:

1. Vorzeichenwechsel im Argument (Winkel)
2. Kehrwertbildung des Betrages von z.
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Inversionsregeln

Geraden und Kreise werden durch die Inversion y = 1/z nach den folgenden

Regeln abgebildet:
z- Ebene y-Ebene

1. Gerade durch den Nullpunkt Gerade durch den Nullpunkt
2. Gerade, die nicht durch den .

il verk Kreis durch den Nullpunkt
3. Mittelpunktskreis Mittelpunktskreis

) Gerade, die nicht durch den

4. Kreis durch den Nullpunkt Wit B
5. Kreis, der nicht durch den Kreis, der nicht durch den Nullpunkt

Nullpunkt verlauft verlduft.

Darstellung beider Zeiger in einem Diagramm

Im(Z) & Im(Y)
Tw
Yiw) Z (W) w,
Ziw)
|
|
I Wy W Re(Y)
|
bl R Re(Z
| /7 St
|
Yiw) /S w,
oo
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4.6.4.2 Ubersicht von Grundschaltungs — Ortskurven

Grundschalfung Z-0rtshurve Y-Ortskurve
{Ral
{+Im)| R - 2} _.___?_
,r Y
|
R
& (Re) B
. 8 (R.)
i ; it i U e
FIL) | N=TF)
= =
R (~Im)
(Re)
| e {‘*Im} R
. §
4
(-1 e
 +— (Re) (Re)
R i | ()
* Fc)
fic)
beH
(Re)
(Ro)
(+1,, )} 5
\
L | R
f : (Re) Clnl rm=R
| (+fm}| * i £
P | FiLi~ | :
ﬂ , = fIL)
SRS T _Im
(Re) -1
(Re) R
ARl / )
R ¢
4 | o
f i (Re) (Re)
#(C) biian
¢ o !
g ficl
{=Im) ooy
(Re)

Rild 23 47 NOrtelnrven van Crndechaltninosn
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5 Differentialgleichungen

5.1 DGL 1. Ordnung

5.1.1 Trennung der Variablen

5.1.1.1 Direkt

Bei multiplikativen Verkniipfungen kann direkt nach den Integranten und Variablen umgestellt werden.

5.1.1.2 Substitution

Integration spezieller Differéntiaigleiéhungen L. Ui‘ldnung durch Substitution
Diflerentialgleichungen 1. Ordnung vom Typ

v. = flax+ by-+e) (Substitution: = ax -+ by + ¢) (V-22)
und

’ i
o f(b) (Subsrirmﬁimr: o '}.) (V-23)
By X

lassen sich mittels der jeweils in Klammern angegebenen Substitution schrittweise
wie folgt losen:
1. Durchfithrung der Substirution.

2 Integration der neuen Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die Hilfsfunktion
u durch Trennung der Variablen.

3. Riicksubstitution und Aufldsen der Gleichung nach y.

5.1.2 Variation der Konstanten

Dieses art des 16sen geht fast immer, sie ist aber aufwendig.

1. Homogene Losung bestimmen. ( Variation der Konstanten ).
Ax
vy, = Cle

2. Die Konstante {ibergehen lassen in eine Funktion von x.
- Ax
- y= G, le

Durch Ableiten und Einsetzen die Funktion C) bestimmen.
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5.1.3 Ansatz einer partikularen Losung
Vorraussetzung ist das die DGL konstante Koeffizienten aufweif3t.
ay' + by+ c= s,

Dann wird eine partikulare Losung von dem Typ des Storgliedes s, gewihlt. Es ist dabei auf Resonanz
zu achten. Ndheres im Ablaufdiagramm zum Schluss. Die Summe aus der partikuldren und der
Homogenen Losung ist die Allgemeine Losung der DGL.

y:yh+yp

5.1.4 Komplexer Ansatz

Durch den Ubergang ins Komplexe lassen sich bei Trigonometrischen Storfunktionen die partikuliren
Losungen leichter ermitteln als bei dem normalen Ansatz. ( Siehe DGL 2. Ordnung Komplexe Ansatz)

5.2 DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Allgemeine Funktion:
Vit ay t by = s,

5.3 Homogene Lésungsfindung
Ansatz: vy, =y, =€ 0 yo+tay,+by=0
Durch Ableiten und ineinander Einsetzen erhilt man die Charakteristische Gleichung.

126+t ale+be =0 0 A2 +adl+b=0
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531 Fall14, 01, 0R 0 1, # 1, (Kriechfall)
0 Ny = €7 0 hy = €

Da eine DGL Vektor Charakter besitzt, soll heillen sie bilden einen Korper, gibt eine Determinante
dariiber Aufschluss, ob die Ergebnisse voneinander abhéngen. Diese wird Wronski —Determinante
genannt. Ist sie ungleich null, sind die Lésungen linearunabhéngig voneinander und somit
Fundamentalbasen.

hx Aax
e e !
W= . RN DN N PP )
Ae'™ e
{ Yo 0 Yoo sind Fundamentalbasen
- hx
D yOl - yhl - Cl De

Ver . v, = C, D C,,C,0R

0 yy= Yt Yo = Clehx t G, e

5.3.2 Fall2 1, = 1, (aperiodischer Grenzfall)
{ Yor = C e

Variation der Konstanten: vy, » ¥, = C, De™

Durch Ableiten und einsetzen erhélt ( siche Anhang) man:

C, = C Oxt C, 0 y, = (C/x+ C,)De

53.3 Fall31, 01,0C

Das Prinzip ist gleich dem im 1.Fall. Nur mit dem unterschied, dass sich die zum Schluss ergebende
Losung aus dem Realteil und dem Imaginér Teil zusammensetzt.

y, = Im{y }; + Re{y }

Im Anhang ist eine Genaue Ausfithrung.
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5.4 Storgliedbetrachtung

5.4.1 Partikulare Losung

Der Ansatz erfolgt nach dem Typ der Storfunktion. Ist die Stérfunktion zusammengesetzt aus
elementaren Storfunktionen, so wird der Ansatz entsprechend dieser Verkniipfung gewihlt.
Wie schon bei der DGL 1.0rdnung ist die Summe aus Homogener Losung und partikuldren Losung die

Allgemeine Losung.

5.4.2 Komplexer Ansatz
Er ist zweckmiBig bei einfachen Trigonometrischen Storfunktionen.
Beispiel:

S = asin(b x)

Jjbx . -
S = ae mit s, = Imis }

0 y, = Im{y_p}

Die Bestimmung von y, lduft analog zu 5.4.1.

5.5 Schnelliibersicht

(yay +by = s(x) ") Dittrenzialgeichung

| & +ai +b=0 | Charakteristische Gleichung

(ZJ.?CJ‘

nein

Ay
azjEsuesBunsg T

.= e + G }—

DJ

el i . i
: A : i N L
- <500 = Asingx + Beospx ™ z,,li./:%f?’” Yo = Ay singx + B, cos x|
| #y=(Cox + Cyle —J— ey o . . |
\‘n/em SEEOH e S S
| -
<{ :‘E i —-% ¥y = X{A, sinfx + B, cos 3x)
i g
/ /ﬁh\"“'-\-\. /\
By = (Ccospx— Czsmﬁx) | T LR
i +A,, e 2 47 07 A e ok
\|_—|T‘Ae “sinfbx + p) ’ a) 25 +/ i % 19=/..\—-_|yn Auel F A - A
Inea’n fnein
Figis W 2
Losung: yix) =y, +y, ( Lfanalmnden(onsfamen W <A =0; ), /f——{y, = XA+ Ay P A, J|
Inhomogene lineare Dgl. 2. Ordnung, Ldsungsweg nain X“(Arx +,;, P W )|
1
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